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Optimisation libre des fonctions de deux variables

Définition. Pour les fonctions de deux variables, les voisinages
d'un point P, = (xq, yo) peuvent étre assimilés a des disques
de centre P, et de rayon aussi petit gu’'on veut.

Définition. Soit f une fonction de deux variables possédant des
" o of of . ,
dérivées partielles Ep et @ sur un domaine D c R<,

Py = (xq,y0) appartenant a l'intérieur de D (pas sur les bords)

est appelé point stationnaires si v f(Py) = 0.



Condition nécessaire du premier ordre

Définition. Si f possede des dérivées partielles
continues dans un voisinage d'un point Py = (x, Vo)
situé a l'intérieur de son domaine de définition et si
Py = (xg, o) est un extrémum local de f
alors Py = (xy, Vo) est un point stationnaire.

Autrement dit les extrema locaux sont a chercher parmi
les points stationnaires.



Conditions du second ordre

Proposition. Soit f une fonction de deux variables possédant
des deérivees partielles du second ordre continues au
voisinage d'un point stationnaire Py = (xy, Vo)
situé a l'intérieur de son domaine de définition. Posons

aZf 2f
Ty = ﬁ(xod’o)r = 9xdy (xo»YO) et to = ay2 (%0, Yo0)-

1. Si 1oto —S2 >0 et 1y >0 alors Py = (x9,y,) estun minimum local

2. Si 1ot — s3>0 et 19 <0 alors Py = (xq,v9) estun maximum local

3. Si 1oty —s5 <0 alors Py = (x9,y,) n'estni un maximum ni un
minimumlocal. (On dit que Py, = (xy,y,) est un point selle)

4. Sinon onne peutrien dire



Conditions du second ordre et convexité

Définition (Convexité).
Soit f une fonction de deux variables définie sur une partie convexe D c R? et
possédant des dérivées partielles du second ordre.

On dit t OF 0" 2>0 ta2 =0
=k —— — : — :
n dit que f est convexe si 52 ¥ vz T e 32 =
%f 0%f 02 f : d%f
' / — > — < 0.
On dit que f est concave si 92 * W <axay> >0 et 92 =

Proposition (Conditions d’existence d’extréma globaux).
Si fest convexe (resp. concave) et admet un point stationnaire Py = (xg,y,)
alors Py = (xo,Yo) est un minimum global (resp. maximum global).



Conditions du second ordre et convexité

Proposition. Soit f une fonction de deux variables possedant
des deérivees partielles du second ordre continues au
voisinage d'un point stationnaire Py = (xy, Vo)
situé a l'intérieur de son domaine de définition. Posons
2 2
o = %(XO;YO); S0 = 520y (xo:YO) et tp = f -7 (X0, ¥0).
1. Si 1otg—s3>0 et 1y >0 alorsf est convexe au voisinage de Py = (xg, )

2. Si rotog—sg >0 et 1y <0 alors f est concave au voisinage de Py = (xq, Vo)
3. Si 1oty —sé <0 alors f n’estni convexe ni concavevoisinage de Py = (x,, yo)

4. Sinon onne peut rien dire



Conditions du second ordre et convexité

Exemple 1: Optimiser la fonction de deux variables suivante

flx,y) = x*+y* +3xy —y(Df = R?)

1. Recherche de points stationnaires : résoudre

of 3
ax®N=0 (axizy=0 _ | *75
%(x )= 0 3x+2y—1=0 2

3 2

Un seul point stationnaire : Py = (5, —§>



Conditions du second ordre et convexité

2. Calcul des dérivées partielles secondes :

(aZf

—(x,y) =2
62f

{ 32 (x,y) =2
02 f

| 0x0y (x,y) =

3 2
Le point stationnaire Py = (E’ —§> est-il un extrémum local?

Zf Zf aZf
To = (Po)_Zto— (PO)_ZSO_axay(PO)ZB Toto — S5 = =5 < 0




Conditions du second ordre et convexité

: 3 2 : . : P
Donc, le point Py = (E, - §> est un point selle. Par conséquent, pas besoin de vérifier si f est convexe ou
3 2

concave: Py = <§' — E) n'est pas un extremum local donc a fortiori pas un extremum global



Conditions du second ordre et convexité

Exemple 2: Optimiser la fonction de deux variables suivante

flx,y) =x*+y* (Df = R?)

1. Recherche de points stationnaires : résoudre

af
a(x’y)_oﬁ{2x=0®{x=0
of _ 2y =0 y=0
@(xry)_o

Un seul point stationnaire : Py = (0,0)



Conditions du second ordre et convexité

2. Calcul des dérivées partielles secondes :

(52
f(xy)—Z
2

< f(x;v>—z
2
o°f _

| 0x0y Gyl =0

3. Le point stationnaire Py = (0,0) est-il un extrémum local ou global?

Zf Zf Zf

ro =755 Po) =2,tg == (Py) = 2,5 = — (PO) =0 Toto — S5 = 4 > 0 et ;>0




Conditions du second ordre et convexité

Donc, le point Py = (0,0) est un minimum local.

4. pourtout (x,y) € R?,

i 2f 2
PO = Gz (60) = 206 = 55 (0¥) = 2960 0) =555

(x,y) =0

r(, Vt(x,y) — (s(x,y)?=4>0et r(x,y)>0

Donc f est convexe et le point Py = (0,0) est un minimum global.



A VENIR DANS LA PROCHAINE SEQUENCE: SEQUENCE 3

®Optimisation sous contrainte d’égalite
. la methode du Lagrangien
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